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Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîïåðåíîñà â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå ñ àíèçîòðîïíûìè
ýëëèïñîèäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè ïîñòðîåíà ïðîöåäóðà îöåíêè êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìè ëåíòî÷íûìè âêëþ÷åíèÿìè, ìîäåëèðóþùèìè ôîðìó ôðàã-
ìåíòîâ ãðàôåíà. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè óïîðÿäî÷åííîãî è õàîòè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé â èçîò-
ðîïíîé ìàòðèöå êîìïîçèòà. Ñ ïðèìåíåíèåì äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèî-
íàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì òâåðäîì òåëå ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåí-
êè, ïîçâîëÿþùèå óñòàíîâèòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå êîì-
ïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ïîëóñóìì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îöåíîê. Â ñèëó ýëåêòðîòåïëîâîé àíàëîãèè ïðåäñòàâëåííûå îöåíêè ïðèìåíèìû ïðè ðàññìîòðåíèè
õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîïðîâîäíîñòè è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè êîìïîçèòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè ëåí-
òî÷íîé ôîðìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò, àíèçîòðîïíûå ëåíòî÷íûå âêëþ÷åíèÿ, òåíçîð ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñ-
òè, äâóñòîðîííèå îöåíêè.

ESTIMATES OF EFFECTIVE THERMAL CONDUCTIVITY
OF THE COMPOSITE WITH ANISOTROPIC TAPE FORM INCLUSIONS

V.S. Zarubin, G.N. Kuvyrkin, I.Y. Savelyeva

Bauman Moscow State Technical University, Russia

On the basis of mathematical model of heattransfer in a non-uniform solid body with anisotropic ellipsoidal
inclusions the procedure of assessment of effective thermal conductivity tensor components for a composite with
the anisotropic tape inclusions modeling a form of fragments of a decanter is constructed. Cases of the ordered and
chaotic arrangement of inclusions in an isotropic matrix of a composite are considered. With application of the dual
variation formulation of a problem of stationary heat conductivity in a non-uniform anisotropic solid body the bilateral
estimates allowing to establish the greatest possible error when using in quality a component of a tensor of effective
heat conductivity of the considered composite of half-sums of the corresponding estimates are received. Owing to
electrothermal analogy the presented estimates are applicable by consideration of characteristics of conductivity
and dielectric permeability of composites with inclusions of a tape form.

Key words: composite, anisotropic tape inclusions, tensor of effective thermal conductivity, bilateral estimates.

1. Ââåäåíèå

Ìîäèôèêàöèÿ êîìïîçèòîâ ðàçëè÷íûìè íàíîñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè [1, 2], îáëàäàþùèìè óíèêàëüíû-
ìè ñâîéñòâàìè, îòêðûâàåò ïåðñïåêòèâó ïîâûøåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ êîìïîçèòîâ
êàê êîíñòðóêöèîííûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Ñðåäè ìíîãîîáðàçèÿ íàíîñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ â
êà÷åñòâå ìîäèôèöèðóþùèõ âêëþ÷åíèé ðàññìàòðèâàþò ôðàãìåíòû ãðàôåíà [3, 4], èìåþùèå ïîâûøåííûå
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ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è àíîìàëüíî âûñîêóþ òåïëîïðîâîäíîñòü, ïðåâîñõîäÿþùóþ òåïëîïðîâîä-
íîñòü âñåõ èçâåñòíûõ ìàòåðèàëîâ [5]. Òåïëîïðîâîäíîñòü â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåò êîíêðåòíûå
îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ êîìïîçèòà â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, ïîäâåðæåííîãî òåïëîâûì
âîçäåéñòâèÿì. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ [6, 7] è ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [8-10]
äëÿ îäíîñëîéíîãî ãðàôåíà â âèäå äâóìåðíîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ñ àòî-
ìàìè óãëåðîäà â èõ âåðøèíàõ, äàþò îöåíêè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â ïëîñêîñòè ñëîÿ ìåæäó 3500
è 5500 Âò/(ì⋅Ê). Óñòàíîâëåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà òåïëîïðîâîäíîñòü ãðàôåíà, êîòîðàÿ çàâèñèò
îò òåìïåðàòóðû, âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ëèñòà è óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëîåâ.
Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè â ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè ÷åòûðåõñëîéíîãî ãðàôåíà çàêëþ÷åí â èíòåðâàëå
1300-1700 Âò/(ì⋅Ê) [11], ÷òî ñîïîñòàâèìî ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ âûñîêîêà÷åñòâåííîãî êðèñòàëëè÷åñêîãî
ãðàôèòà [5].

Ïðè õàîòè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè ôðàãìåíòîâ ãðàôåíà â èçîòðîïíîé ìàòðèöå êîìïîçèò äîëæåí ñî-
õðàíÿòü ñâîéñòâî ìàêðîñêîïè÷åñêîé èçîòðîïèè [12-14], òîãäà êàê ïðè óïîðÿäî÷åííîì ðàñïîëîæåíèè â
çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé òåêñòóðû è ôîðìû âêëþ÷åíèé âîçíèêàåò ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ
ñâîéñòâà òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàåìàÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà ýôôåêòèâíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè [15]. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñîïîñòàâèìûõ ðàçìåðîâ ïëàñòèíêè ãðàôåíà â
ëþáûõ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ â åå ïëîñêîñòè ôîðìó òàêîé ïëàñòèíêè äîïóñòèìî ìîäåëèðî-
âàòü ñèëüíî ñïëþùåííûì ñôåðîèäîì [16], ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî äîñòîâåðíûå îöåíêè
êîìïîíåíò óêàçàííîãî òåíçîðà â çàâèñèìîñòè îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé â âèäå êðóãëûõ
ïëàñòèíîê, îòíîøåíèÿ ðàäèóñà ïëàñòèíêè ê òîëùèíå è ñîîòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè
ãðàôåíà â ïëîñêîñòè ñëîåâ è â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè [17, 18], à òàêæå ó÷åñòü òåêñòóðó, õàðàê-
òåðèçóþùóþ ðàñïîëîæåíèå âêëþ÷åíèé [19].

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âñå òðè õàðàêòåðíûõ ðàçìåðà ôðàãìåíòà ãðàôåíà â òðåõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû, ò.å. ôîðìà âêëþ÷åíèÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò êðóãëîé ïëàñòèíêè
è â áîëüøåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâîâàòü ëåíòî÷íîé ôîðìå, êîòîðóþ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ìîäåëèðî-
âàòü òðåõîñíûì ýëëèïñîèäîì. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ ïëàñòèíêè â åå ïëîñêîñòè îò 5 äî 10 ìêì ìîæíî
îæèäàòü óâåëè÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ãðàôåíà ïðèìåðíî â ïîëòîðà ðàçà [10], ÷òî ìîæåò
áûòü ïðè÷èíîé àíèçîòðîïèè òåïëîïðîâîäíîñòè â ïëîñêîñòè ãðàôåíà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåïëîïðîâîä-
íîñòü ôðàãìåíòîâ ãðàôåíà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ñëîåâ, áîëåå ÷åì íà äâà ïîðÿäêà
íèæå òåïëîïðîâîäíîñòè â ïëîñêîñòè ñëîåâ. Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè ãëàâíûõ çíà÷åíèÿ òåíçîðà òåïëîïðîâîä-
íîñòè ôðàãìåíòà ãðàôåíà ëåíòî÷íîé ôîðìû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Â äàííîé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàíåå ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå ñ îäèíàêîâî îðèåíòè-
ðîâàííûìè àíèçîòðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè â âèäå òðåõîñíûõ ýëëèïñîèäîâ [20] ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà îöåíêè
êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, ìîäèôèöèðîâàííîãî ôðàãìåíòàìè ãðàôåíà
ëåíòî÷íîé ôîðìû. Íà îñíîâå äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðî-
âîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì òâåðäîì òåëå ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå ãðàíèöû äëÿ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé êîìïîíåíò ýòîãî òåíçîðà è îöåíåíà íàèáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â
êà÷åñòâå êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ïîëóñóìì ãðà-
íè÷íûõ çíà÷åíèé.

2. Ìîäåëü òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû

Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âêëþ÷åíèÿ ëåíòî÷íîé ôîðìû âûáåðåì òðåõîñíûé ýëëèïñîèä, ïîëó-

îñè êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1 2 3b b b≥ >> . Íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

1 2 3Oξ ξ ξ  âûáåðåì â öåíòðå ýòîãî ýëëèïñîèäà, à êîîðäèíàòíûå îñè ñîâìåñòèì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îñÿìè

åãî ñèììåòðèè, ñ êîòîðûìè ñîâïàäàþò è ãëàâíûå îñè òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèÿ ñ ãëàâíûìè
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çíà÷åíèÿìè kλ , 1,2,3k = . Âêëþ÷åíèå ïîìåñòèì â íåîãðàíè÷åííûé ìàññèâ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìàòðè-

öû ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ o .

Ïðèìåì, ÷òî íà âåñüìà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà âêëþ÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé 1b  íàèáîëü-

øåé ïîëóîñè ýëëèïñîèäà, ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà óñòàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ðàâíû

kG . Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû 1 2 3( , , )T ξ ξ ξo  â ìàòðèöå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíå-

íèþ Ëàïëàñà , = 0kkTo  (çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó

èíäåêñó, à çàïÿòàÿ ïåðåä íèæíèìè èíäåêñàìè îçíà÷àåò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì, ñî-

îòâåòñòâóþùèì êàæäîìó èç ýòèõ èíäåêñîâ). Èçâåñòíî [21], ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîçâîëÿ-

þùàÿ âûïîëíèòü òàêæå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîè-

äàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ôóíêöèÿ

= , = ,k k k kT G A D kαξ ξ α+o o                                                                                                          (1)

ãäå = constAα
o ,

1 2 3
2= ,

2 ( ) ( )

b b b du
D

b u f uα
αβ

∞

+∫                                                                                                                  (2)

β � õàðàêòåðèçóþùèé ïîëîæåíèå òî÷êè M ñ êîîðäèíàòàìè kξ  ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3/ ( ) / ( ) / ( ) =1,b b bξ β ξ β ξ β+ + + + +                                                                             (3)

à 2 2 2
1 2 3( ) ( )( )( )f u b u b u b u= + + + . Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â àíèçîòðîïíîì âêëþ÷å-

íèè îïèñûâàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå , = 0kkTαλ , êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå

òåìïåðàòóðû âî âêëþ÷åíèè

1 2 3( , , ) k kT Aξ ξ ξ ξ= ,                                                                                                                            (4)

ñ ïîêà íåèçâåñòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè Ak = const ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû.

Ïîñòîÿííûå 
kAo  è kA  â ñîîòíîøåíèÿõ (1) è (4) íàéäåì â ïðåäïîëîæåíèè èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà

íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû T = T° è ïëîòíîñòè

òåïëîâîãî ïîòîêà , ,=k k k kT n T nαλ o , ãäå = /α αλ λ λo  è kn  - íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà âíåøíåé íîðìà-

ëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè. Èç ýòèõ óñëîâèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóåò

, =0
= , = ( ) ,k k k k k k k k k k k kA G A D A n G n A n Dα α α α α β

ξ ξ ξ λ ξ+ +o o

                                                                        (5)
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ãäå Dα  ðàâíû Dα  ïðè çíà÷åíèè = 0β  è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè [22, 23].

Îòìåòèì, ÷òî 1 2 3 =1D D D+ +  (â ÷àñòíîñòè, äëÿ øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ =1/ 3Dα ), ïðè÷åì äëÿ ãåîìåòðè÷åñ-

êè ïîäîáíûõ ýëëèïñîèäîâ çíà÷åíèÿ Dα  ñîâïàäàþò äëÿ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé α . Íà Ðèñ. 1 â ëîãàðèôìè÷åñ-

êèõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 1D  (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè) è 2D  (øòðèõîâûå ëè-

íèè) îò 3 3 1= /b b b  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 2 2 1= /b b b . Â ñëó÷àå 2 =1b  (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) 2 1=D D .

Ðàâåíñòâà (5) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè

1 1= bξ , 2 3= = 0ξ ξ  èìååì 1 = 1n , 2 3= = 0n n  è èç ðàâåíñòâ (5) ïîëó÷èì

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,1 01 1 2 3
= , = ( ) .,b

A G A D A G B Dα ξ ξ ξ
λ ξ

= = =
+ +o

                                                                                     (6)

Ñ ó÷åòîì ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì è íåÿâíî çàäàííîé óðàâíåíèåì

(3) ôóíêöèè 1( )β ξ  âû÷èñëèì â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà (6):

1 1 ,1 =0 1 1 1,1
01 1 2 3

( ) = = 1.
,b

D D b D Dβ αξ ξ ξ
ξ

= = =
+ −o o

Òîãäà èç ðàâåíñòâ (6) ïîëó÷èì

1 1 1
1 1

1 1 1 1

(1 )
= , = .

1 ( 1) 1 ( 1)
G G

A A
D D

λ
λ λ

−
+ − + −

o

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ D
1
 è D

2
  îò ïàðàìåòðà b

3
 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b

2

Dependencies of the coefficients D
1
 and D

2
 on the parameter b

3 
at different values of the parameter b

2
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Àíàëîãè÷íûì ïóòåì, âûïîëíèâ ðàâåíñòâà (5) â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ñ êîîðäèíàòàìè 2 2= bξ ,

1 3= = 0ξ ξ  è 3 3= bξ , 1 2= = 0ξ ξ , íàéäåì ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû 2A , 2Ao  è 3A , 3Ao . Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(1 )
= , = .

1 ( 1) 1 ( 1)
k k

k k

G G
A A

D D
α

α α α α

λ
λ λ

−
+ − + −

o

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå àíèçîòðîïíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñîçäàåò â ìàòðèöå êîìïîçèòà îò-

íîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ k kG ξ  âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, îïèñûâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

(1 )
= = .

1 ( 1)k k k k

D
T A D G

D
α α

α
α α

λξ ξ
λ
−∆

+ −
o o

                                                                                       (7)

3. Ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðû êîìïîçèòà

Ïðèìåì, ÷òî âñå âêëþ÷åíèÿ â êîìïîçèòå ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíû, íî ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ðàçìå-
ðû îò íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü âîçìîæíûì çàïîëíåíèå âñåõ
âîçíèêàþùèõ ïðîìåæóòêîâ ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè. Â îêðóæàþùåì îòäåëüíî âçÿòîå ýëëèïñîèäàëüíîå âêëþ-
÷åíèå ìàññèâå ìàòåðèàëà ìàòðèöû âûäåëèì ñëîé, ïîêðûâàþùèé âêëþ÷åíèå è îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñ-

òüþ ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè 1/3= / VB b Cα α , ãäå VC  � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé â êîìïîçèòå.

Âêëþ÷åíèå âìåñòå ñ âûäåëåííûì ñëîåì áóäåì ñ÷èòàòü ïðåäñòàâèòåëüíûì ýëåìåíòîì ñòðóêòóðû êîì-
ïîçèòà. Òàêîé ýëåìåíò íå èçìåíèò âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ìàññèâå ìàòðèöû, îïðåäåëÿå-
ìîå ñîîòíîøåíèåì (7).

Çàìåíèì ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ðàâíîâåëèêèì îäíîðîäíûì ýëëèïñîèäîì, ãëàâíûå çíà÷åíèÿ kΛ
òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè êîòîðîãî äîëæíû ñîâïàäàòü ñ èñêîìûìè ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè òåíçîðà ýôôåê-
òèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîé ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè âñåõ âêëþ÷å-
íèé. Òàêàÿ çàìåíà òàêæå âûçîâåò âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ìàññèâå ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìîå
àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèþ (7) ðàâåíñòâîì

*
*

*

(1 )
= ,

1 ( 1)k k

D
T G

D
α α

α α

ξ − Λ∆
+ Λ −                                                                                                         (8)

ãäå = /α α λΛ Λ o ,

* 1 2 3
2

*

= ,
2 ( ) ( )

B B B du
D

B u F uα
αβ

∞

+∫                                                                                                        (9)
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*β - ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

2 2 2 2 2 2
1 1 * 2 2 * 3 3 */ ( ) / ( ) / ( ) =1,B B Bξ β ξ β ξ β+ + + + +                                                                        (10)

2 2 2
1 2 3( ) ( )( )( )F u B u B u B u= + + + , à * =D Dα α  â ñèëó ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäîáèÿ âêëþ÷åíèÿ è ïðåäñòàâèòåëü-

íîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà. Íà áåñêîíå÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò

1 2 3Oξ ξ ξ  îòíîøåíèå */T T∆ ∆o  äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 2 3= = 0G G . Òîãäà äëÿ âîçìóùåíèé òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ìàòðèöå

êîìïîçèòà èç ôîðìóë (7) è (8) ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî

*
*1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

(1 ) (1 )
= , =

1 ( 1) 1 ( 1)
D D

T G T G
D D

λξ ξ
λ
− − Λ∆ ∆

+ − + Λ −
o

,

è, ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, çàïèøåì

1 1 1
*

1 1 1 1 1

1 1
= .

1 ( 1) 1 ( 1)
D

D D D

λ
λ

− Λ −
+ Λ − + −                                                                                                  (11)

Äëÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè 1ξ → ∞  è 2 3= = 0ξ ξ , áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îò ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà

êîìïîçèòà, èç óðàâíåíèÿ (3) ñëåäóåò 2 2
1 1= bβ ξ − → ∞ , à èç óðàâíåíèÿ (10) - 2 2

* 1 1= Bβ ξ − → ∞ , ò.å. èíòåãðà-

ëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (2) è (9) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîãî

çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ *
1 1/D D  â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11) íåîáõîäèìî ðàñêðûòü íåîïðåäåëåííîñòü òèïà

0/0 ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ èíòåãðàëû ïî ïåðåìåííîìó íèæíåìó ïðåäåëó:

2
1 1 2 3 1 * *
* 2

1 11 1 2 3 1

( ) ( )
= = .lim lim

( ) ( ) V

D bb b B F
C

D B B B b fξ ξ

β β
β β

+
→∞ →∞ +

Òîãäà ôîðìóëà (11) ïðèìåò âèä

1 1 1
1

1 1

1 ( 1)( (1 )
= .

1 (1 )( 1)
V

V

D D C

C D

λ
λ

+ − + −Λ
+ − −

%

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìîæíî íàéòè ôîðìóëû äëÿ 2Λ%  è 3Λ% . Â èòîãå ïðè 1, 2, 3α =  çàïèøåì

1 ( 1)( (1 )
= .

1 (1 )( 1)
V

V

D D C

C D
α α α

α
α α

λ
λ

+ − + −Λ
+ − −

%
                                                                                                    (12)
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Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé êîìïîçèò â öåëîì ñòàíåò èçîòðîïíûìè è ýôôåêòèâíûì

êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè 1 2 3= ( ) / 3Λ Λ + Λ + Λ . Èç ôîðìóëû (12) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ øàðîâûõ

âêëþ÷åíèé ( = 1/ 3Dα ) ñëåäóåò ðàâåíñòâî = (2 2(1 ) ) / (2 (1 ) )V VC Cα α α α αλ λ λ λΛ + − − + + −% , ñîâïàäàþùåå ñ

ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [24]. Åñëè øàðîâûå âêëþ÷åíèÿ èçîòðîïíû, ò.å. =αλ λ , òî ýòî ðàâåíñòâî

ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ ôîðìóëó Ìàêñâåëëà [25], ïîëó÷åííóþ èì äëÿ îöåíêè ýëåêòðîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ

íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ øàðîâûìè äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè.

Ïåðåõîä îò ñîîòíîøåíèÿ (12) ê ðàññìîòðåííûì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò î êîððåê-

òíîñòè èñïîëüçîâàííîãî âûøå ïîäõîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ñ ïðèìåíåíèåì äâîéñòâåííîé

âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì òâåð-

äîì òåëå ìîæíî óñòàíîâèòü äâóñòîðîííèå ãðàíèöû êîððåêòíûõ îöåíîê ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà.

4. Äâîéñòâåííàÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè

Íà ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè÷èâàþùåé íåîäíîðîäíîå òâåðäîå òåëî îáúåìîì V, âûäåëèì äâà ó÷àñòêà 0S  è

1S  ( 0 1 =S S∩ ∅ ) ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû 0T  è 1T  ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàëüíóþ ÷àñòü

0 1= \ ( )qS S S S∪  ïîâåðõíîñòè ýòîãî òåëà ïðèìåì èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàííîé. Ìàòåðèàë òåëà â îáùåì

ñëó÷àå àíèçîòðîïåí ïî îòíîøåíèþ ê ñâîéñòâó òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàåìîìó òåíçîðîì òåïëîïðîâîäíî-

ñòè ñ îïðåäåëåííûìè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 1 2 3x x xO  êîìïîíåíòàìè ( )ij Mλ ,

, =1, 2, 3,i j  çàâèñÿùèìè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M V∈  â îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé îáúåìó òåëà. Èñòèííîå

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû * ( )T M  ( M V∈ ) â ðàññìàòðèâàåìîì òåëå ìèíèìèçèðóåò ôóíê-

öèîíàë [18, 26]

1 ( ) ( )
[ ] = ( ) ( ),

2 ij
i jV

T M T M
J T M dV M

x x
λ∂ ∂

∂ ∂∫                                                                                   (13)

êîòîðûé äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíèðóåìûõ â îáëàñòè V ðàñïðåäåëåíèÿõ
T(M) òåìïåðàòóðû, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ó÷àñòêàõ S0 è S1 ïîâåðõíîñòè S.

Íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè â ðàññìàòðèâàåìîì òåëå âåêòîðà * ( )Mq  ( M V∈ ) ïëîòíîñòè òåïëîâîãî

ïîòîêà ñ ïðîåêöèÿìè * *( ) = ( ) ( ) /i ij jq M M T M xλ− ∂ ∂  íà îñè âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äîñòèãàåò ìàêñè-

ìóìà ôóíêöèîíàë [18, 23]

1
[ ] = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

2 i ij j i i

V ST

I q M M q M dV M T P q P n P dS Pρ− −∫ ∫q                                                                                  (14)

ãäå ρij - êîìïîíåíòû òåíçîðà òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, îáðàòíîãî òåíçîðó òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèà-
ëà òåëà; ni(P) - íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ó÷àñòêàì ïîâåðõíîñòè ST = S0 ∪ S1 â
òî÷êàõ P ∈ ST. Ôóíêöèîíàë (14) äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
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ðàñïðåäåëåíèÿõ q(M) âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó qi,i = 0 â îáëàñòè V
è óñëîâèþ èäåàëüíîé òåïëîèçîëÿöèè íà ó÷àñòêå Sq ïîâåðõíîñòè S.

Ôóíêöèîíàëû (13) è (14) âìåñòå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîïóñòèìûå äëÿ íèõ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è
âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ñîñòàâëÿþò äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è óñòà-
íîâèâøåéñÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì òâåðäîì òåëå. Â ñëó÷àå èñòèííûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé òåìïåðàòóðû *T  è âåêòîðà *q  ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà äëÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî * *[ ] = [ ]J T I q  [18]. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì

òåëå òåìïåðàòóðû ( )T M  ( 0 1M V S S∈ ∪ ∪ ) è âåêòîðà ( )Mq  ( qM V S∈ ∪ ) ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà

ïîëó÷àåì

* *[ ] [ ] = [ ] [ ].J T J T I I≥ ≥q q                                                                                                                       (15)

Â ðàññìàòðèâàåìîì íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîïíîì òâåðäîì òåëå èñòèííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
* ( )T M  ( M V∈ ) òåìïåðàòóðû äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

( )
( ) = 0.ij

i j

T M
M

x x
λ

 ∂ ∂
  ∂ ∂ 

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïåðâîé ôîðìóëû Ãðèíà [24] ôóíêöèîíàë (13) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó [18]

*
* 0 0 1 11 ( )

[ ] = ( ) ( ) ( ) = ,
2 2ij i

jST

T P T Q T Q
J T T P n P dS P

x
λ ∂ +

∂∫                                                                      (16)

ãäå 0Q  è 1Q  - òåïëîâûå ïîòîêè, ïîñòóïàþùèå â äàííîå òåëî ÷åðåç ó÷àñòêè ñîîòâåòñòâåííî 0S  è 1S  åãî

ïîâåðõíîñòè. Â ñèëó ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè, èç êîòîðîãî â äàííîì ñëó÷àå âûòåêàåò óñëîâèå ñîõðà-

íåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè ïðè ñòàöèîíàðíîì ïðîöåññå òåïëîïðîâîäíîñòè, èìååì 0 1 = 0Q Q+ . Òîãäà èç ðàâåí-

ñòâà (16) ïîëó÷èì *
1 0 1 0= = 2 [ ] / ( )Q Q J T T T− −  è çàòåì ôîðìóëó äëÿ òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ òåëà

2 *
* 1 0 1 1 0= ( ) / = ( ) / (2 [ ])R T T Q T T J T− −  ìåæäó èçîòåðìè÷åñêèìè ó÷àñòêàìè S1 è S0 ïîâåðõíîñòè S. Îòñþäà ñ

ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (15) ñëåäóåò äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ýòîãî òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â âèäå

2 2
1 0 1 0

*

( ) ( )
.

2 [ ] 2 [ ]
T T T T

R
J T I

− −≤ ≤
q                                                                                                            (17)

5. Äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàíò îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè âêëþ÷åíèé ëåíòî÷íîé ôîðìû â êîìïîçèòå. Âûáå-
ðåì ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðû òàêîãî êîìïîçèòà â âèäå ïëàñòèíû òîëùèíîé 2H, äëèíîé 2L è
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øèðèíîé 2B. Íà Ðèñ. 2 èçîáðàæåíà âîñüìàÿ ÷àñòü ýòîãî ýëåìåíòà, ïîìåùåííàÿ â îêòàíò ïðÿìîóãîëüíîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 1 2 3x x xO . Âêëþ÷åíèå ðàñïîëîæåíî â ýòîì ýëåìåíòå ñèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé è èìååò òîëùèíó 2h, äëèíó 2l è øèðèíó 2b. Êîíòóðû âîñüìîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ
îáâåäåíû íà Ðèñ. 2 ñïëîøíûìè òîëñòûìè ëèíèÿìè. Îñòàëüíîé îáúåì ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà çàïîë-

íåí èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ o . Ãëàâíûå îñè òåíçîðà òåïëî-

ïðîâîäíîñòè àíèçîòðîïíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè iλ  ïðèìåì ñîâïàäàþùèìè ñ êîîðäèíàòíû-

ìè îñÿìè. Ïîñêîëüêó òåíçîðó òåïëîïðîâîäíîñòè â ãëàâíûõ îñÿõ ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî

ïîðÿäêà, ãëàâíûì çíà÷åíèÿì iλ  ýòîãî òåíçîðà ñîîòâåòñòâóþò ãëàâíûå çíà÷åíèÿ =1/i iρ λ  îáðàòíîãî åìó

òåíçîðà òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Èç óêàçàííûõ íà Ðèñ. 2 ðàçìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáúåìíîé êîíöåí-

òðàöèè âêëþ÷åíèé â êîìïîçèòå ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî = / ( )VC hlb HLB . Ïðè èçìåíåíèè VC  áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî 0/ = / = / =h H l L b B C , ò.å. 3
0=VC C .

Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåííóþ âûøå äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê âîñüìîé ÷àñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà. Ïóñòü íà ãðàíÿõ èçîáðà-
æåííîãî íà Ðèñ. 2 ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ðàñïîëîæåííûõ â ïëîñêîñòÿõ x1 = 0 è x1 = L, çàäàíû
çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð ñîîòâåòñòâåííî T0 è T1, à âñå îñòàëüíûå åãî ãðàíè èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàíû. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà (13) îäíèì èç ïðîñòåéøèõ äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé

òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè 1xO  ñ ïîñòîÿííîé ïðîåêöèåé 1 1 0= ( ) /G T T L−
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû íà ýòó îñü. Òàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (13)

 

3 3
2 0 1 0

1 1 0

(1 )
= ( ) .

2
C C

J T T HB
L

λ λ− +−
o

                                                                                          (18)

Ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ äîïóñòèìûõ äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèî-

Ðèñ. 2. Âîñüìàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà
An eighth part of the representative element of the composite structure



245

Òîì 8 (Volume 8) ¹ 4
2016

Êîìïîçèòû è íàíîñòðóêòóðû
COMPOSITES and NANOSTRUCTURES

íàëà (14) ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà áóäåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå 1q  ïðîåêöèè ýòîãî

âåêòîðà íà êîîðäèíàòíóþ 1xO  îñü. Òîãäà äëÿ ôóíêöèîíàëà (14) ïîëó÷èì

3 3
2 0 0 1

1 1 1 1

(1 ) / /
= .

2
C C

I q HBL q G HBL
λ λ− +− −

o

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ 1 1/ = 0dI dq  ìàêñèìóìà âåëè÷èíû 1I  íàõîäèì

1
1 3 3

0 0 1

=
(1 ) / /

G
q

C Cλ λ
−

− +o

è çàòåì

2
1 0

1 3 3
0 0 1

( ) / (2 )
= .

(1 ) / /
T T HB L

I
C Cλ λ
−

− +o                                                                                                               (19)

Òåðìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå â íàïðàâëåíèè îñè 1xO  èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 2 âîñüìîé ÷àñòè ïðåäñòàâè-

òåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ðàâíî 1 1= / ( )R L HBΛ . Èñïîëüçîâàâ äëÿ äâóñòîðîííåé îöåíêè

âåëè÷èíû 1R  íåðàâåíñòâà (17) è ôîðìóëû (18) è (19), äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà 1Λ  òåïëîïðîâîäíî-

ñòè â íàïðàâëåíèè îñè 1xO  ïîëó÷èì äâóñòîðîííþþ îöåíêó â âèäå

1 1
1

1
(1 ) .

(1 ) / / V V
V V

C C
C C

λ λ
λ λ

≤ Λ ≤ − +
− +

o

o

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìîæíî ïîñòðîèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ 2Λ  è 3Λ  òåï-

ëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèÿõ îñåé 2xO  è 3xO  ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýôôåêòèâ-

íîãî êîýôôèöèåíòà iΛ  òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíîé îñè x iO  ìîæíî çàïèñàòü

1
= = = =1 .

1 /
i i

i i i V i V
V V i m m

C C
C C

λ
λ λ λ

− +
− +Λ ΛΛ ≤ Λ ≤ Λ − +

− +                                                                      (20)

Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè àíèçîòðîïíûõ ëåíòî÷íûõ âêëþ÷åíèé äëÿ èçîòðîï-

íîãî êîìïîçèòà â íåðàâåíñòâàõ (20) ñëåäóåò çàìåíèòü iλ  íà 1 2 3= ( ) / 3λ λ λ λ+ + , à ó îñòàëüíûõ ïàðàìåò-

ðîâ îïóñòèòü íèæíèé èíäåêñ i.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà αλ

Dependencies of the biggest possible error on inclusions volume density at different values of the parameter αλ

Ïðè = 0VC  è =1VC  íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Íî ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ VC  ðàçíîñòü =i i i
+ −∆Λ Λ − Λ  îöåíîê âîçðàñòàåò îò íóëÿ ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðà iλ  îò åäèíè-

öû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ (20) ìîæíî îöåíèòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåø-

íîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ = ( ) / 2i i i
− +Λ Λ + Λo  ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ VC , êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âèäå

1
= =1 , =1,2,3.

2 1 (1 )( 1/ 2) / 2V VC C
α

α
α α α

ε α
λ λ

∆Λ −
Λ + − + −o

Íà Ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè αε  îò VC  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ αλ  (êðèâûå äëÿ ïàð çíà÷åíèé αλ

è 1/ αλ  ñîâïàäàþò). Íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ * =1 1/ (1 ( 1/ 2) / 8)α α αε λ λ− + + − , îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü äîñòèãàåò ïðè = 0,5VC .

Èñïîëüçîâàííûå âûøå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê äîñòàòî÷íî ïðîñòûå äîïóñòèìûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ó÷èòûâàþò ëèøü îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ýëëèïñîèäàëü-
íûõ âêëþ÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèé ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèÿ
ïðåäñòàâëåííûå â ôîðìóëàõ (20) è (21) îöåíêè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà è
âîçìîæíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòèõ îöåíîê èäåíòè÷íû. Åñëè â ýòèõ ôîðìóëàõ
îïóñòèòü íèæíèé èíäåêñ α , òî îíè áóäóò ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèè âêëþ÷åíèé.
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Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (12) íà Ðèñ. 4 â êà÷åñòâå
ïðèìåðà äëÿ êîìïîçèòà, ìîäèôèöèðîâàííîãî îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè âêëþ÷åíèÿìè ëåíòî÷íîé ôîð-

ìû, ìîäåëèðóåìîé ýëëèïñîèäîì ñ ïàðàìåòðàìè 2 = 0,2b  è 3 = 0,02b , ïðåäñòàâëåíû ïîñòðîåííûå ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (20) ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò VC  âåðõíåé 
i
+Λ  è íèæíåé 

i
−Λ  îöåíîê (øòðèõïóíêòèð-

íûå è øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâåííî) ïðè ãëàâíûõ çíà÷åíèÿõ òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèé,

îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðàìè 1 =100λ , 2 = 50λ  è 3 = 5λ . Ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çàâèñèìîñòÿì

îò VC  ñðåäíèõ çíà÷åíèé = ( ) / 2i i i
− +Λ Λ + Λo , à ñïëîøíûå êðèâûå � îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé (12) çíà÷åíèÿì

iΛ% . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íàïðàâëåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè ëåíòî÷íûõ âêëþ÷åíèé, ãðàôèêè

çàâèñèìîñòåé 3
−Λ  è 3Λ%  ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, äëÿ ïîïåðå÷íîãî íàïðàâëåíèÿ â ïëîñêîñòè ëåíòû ãðàôèêè

çàâèñèìîñòåé 2Λ%  è 2Λo  ïåðåñåêàþòñÿ, à äëÿ ïðîäîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ çíà÷åíèÿ 1Λ%  ðàñïîëîæåíû áëèæå ê

âåðõíåé îöåíêå 1
+Λ . Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 

iΛ%  äëÿ âñåõ òðåõ õàðàêòåðíûõ íàïðàâëåíèé ðàñïîëîæåíû âíóò-

ðè ãðàíèö, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì (20).

Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà
The results for calculation of principal values of the effective thermal conductivity tensor of the composite

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíèå àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé ëåíòî÷íîé ôîðìû òðåõîñíûì ýëëèïñîèäîì ïîçâîëèëî ïî-
ñòðîèòü ìîäåëü òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òàêèõ âêëþ÷åíèé ñ ìàòðèöåé êîìïîçèòà è çàòåì âûâåñòè
ðàñ÷åòíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè ñôîðìèðîâàííîãî ïðåäñòà-
âèòåëüíîãî ýëåìåíòà åãî ñòðóêòóðû, ñîâïàäàþùèõ ñ èñêîìûìè ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè òåíçîðà ýôôåê-
òèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà. Ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ýòîé çà-
âèñèìîñòè íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ äâóñòîðîííèõ ãðàíèö, óñòàíîâëåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîéñòâåí-
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íîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîï-
íîì òâåðäîì òåëå.

 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÌÊ-6573.2015.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ãîñóäàðñòâåííîé ïîä-
äåðæêè ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ íàóê è â ðàìêàõ ïðîåêòà 1712 ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ¹ 2014/104
Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, à òàêæå â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ïî ïðîåêòó ¹ 1.2640.2014.
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